TD Calculus II - Nombres Complexes

Exercice 11 : On pose z := (1 +4). On commence par calculer le module de z :

2| = 4/12 + 12 = V2.

Ensuite, on calcule 'argument de z. Pour cela, on calcule

z 1+,1 i
= 4= =¢€'1,
2] 2 2
d’ou
s
argz = —.
8277

Enfin, on a que
(1 + Z)n Y |Z‘n6inargz _ 2n/26in%7

et donc -
[(L+d)" = |z["=2"2, arg((1+4)") = no

Exercice 17 : 1. Calcul algébrique : Pour un quotient du type i—;, on multiplie le numérateur et le dénominateur
par z2, et on trouve

L 8, V200 (3+50) < (5 - )

2 1
V(i) | v2(110) V(i) - 1 = \f(\f—f— 1 +z(\f 1))
2 2 2
Calcul trigonométrique : On reconnailt que H;‘/g =e'5 et \/5(21+¢) = 1—\}; = ¢e'i. On en déduit
1+i4/3
2 PN E S S .4
505D =¢e'37 "1 = e*12

On trouve ainsi que

R(e) =R (5 (VB+1+i(V3-1)) _ [cos gy = L8
S(efr) =5 (515 (V3+1+i(v3-1)) sin 5 = =103
et donc tanﬁ = Z:)I;IILLZ, =2—4/3.
2. On cherche z sous la forme z = |z[e?. On a [224| = |2|?* = 1, donc |z| = 1 (le module ne peut pas étre
négatif par définition). Il reste & trouver 6 tel que 224 = €24 = 1. Mais 1 = €%, pour k dans N. Ainsi, 6 = 27,
modulo 27, c’est & dire pour n € {0, ..., 23} et donc les racines de 224 = 1 sont €27z




Exercice 18 :  On pose 0, := >,;_, €™ et on remarque que S,, = R(c,).
1. On pose ¢ = e et on remarque maintenant que o,, = ZZ:O q®. 1l s’agit de la somme des n + 1 premier termes

d’une série géométrique de raison g et on a (formule a connaitre) :

qn+l -1 ei(n+1)t -1

In = q—1 T et

Comme on 'a déja fait dans d’autres exercices, on a

) C(nt D)t , . (ntl)t _ i (n+ Dt i (nt1)t .. n+ 1)t
etlntt _ | — it (el T —e ' 2 ):6Z 2 (225111(() ;

2
et
) vt 4 ) t
et — 1 =¢it (elE - 6_1%) = ¢is (22’ sin (2>) .

Alors )

L (n+1)t

el 2 <2i sin (@)) (D ea sin (@) e sin (L;)t)
Op = 7 . :62 2 725#26277'
e’z (2isin (%)) sin (5) sin (5)

Enfin,

. (n+1)t
nt S (72 )
S’I’L = %(U»ﬂ) = COS <2> W

2

2. Puisque sin et cos sont toujours inférieurs & 1 en valeur absolue et que sin (%) ne s’annule pas car ¢ €]0, [, il

vient
. (n+1)t
(m) sin (52))
cos | —
2

. t = . t .
sin(3)]  [sin (3)]
Exercices 20, 21 et 22 : Corrections dans Ezo 7. Cours d’algébre de 1ére année (voir Ch. 3 sur les nombres
complexes).
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